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2. REGIME FORCADO SINUSOIDAL

2.1 INTRODUCAO

Em muitas aplica¢des praticas apenas importa o estudo do comportamento for¢ado dos circuitos,
isto ¢, depois dos transitorios iniciais se terem anulado. Do ponto de vista da analise da resposta
temporal (usando, por exemplo, o modelo de estado), tal corresponde a ignorar a resposta natural

ou, melhor, a «esperar» que esta se torne desprezavel face a resposta for¢ada (solugéo particular).

Limitaremos o estudo da resposta de circuitos lineares a entradas sinusoidais cuja aplicacdo aos
circuitos em andlise se considera ter ocorrido «no passado longinquo». Desta forma, se garante a

ndo existéncia de transitorios na resposta do circuito.

O estudo do regime forgado sinusoidal tem, ainda, uma importante aplicagdo que diz respeito ao

estudo do comportamento dos circuitos no dominio da frequéncia.

2.2 CONCEITO DE IMPEDANCIA

2.2.1 IMPEDANCIA DO CONDENSADOR

Consideremos agora o circuito RC da figura 1, em que o gerador de tensdo é caracaterizado

pela expressdo v (1) =V /O

i i
V- LC Circuito LC
+ Resistivo — +
VC Linear VC

Figura 1: Circuito RC passa-baixo.

O gerador de tens3o v, em série com a resisténcia R pode ser encarado como o equivalente de

Thévenin de um qualquer circuito linear ligado aos terminais do condensador, pelo que, deste

modo, ndo estamos a limitar esta analise a um dado circuito eléctrico em particular.
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Da figura 1 vé-se que a corrente do condensador €, também, a corrente na resisténcia R, pelo que

Ve - Vo de(t)

ic = R Como a relagdo tensdo-corrente num condensador € dada por i(2) = PR

imponha-se naquela equagfio a caracteristica tensdo-corrente do condensador, chegando-se de

imediato a:

e a1
Eq.1: a RCvC(t) +RCVS(U

Sendo, por hipdtese, vi(?) = V eJO1 , tem-se' que a solugdo (particular) para a equagdo 1 é

e jot 5 A A
dada por v(2) 1+ j@RC Ve . Desta equagdo se vé que, sendo @ a frequéncia (em

radiano/s) do gerador de entrada, entdo w ¢ também a frequéncia da tensdo aos terminais do

condensador’ e que, sendo V¢ a amplitude da tensdo de entrada, teremos que a amplitude

1

(complexa) da tensdo aos terminais do condensador € V- = m

V. Desta forma,

velt) = Ve eJO1 ¢ inda io() =joC Ve eJOt ou seja, io(t) =I- eJOt em que a amplitude
(complexa) da corrente no condensador € I~ = jo C V- . A relagdo entre as amplitudes

v

complexas da tensdo e da corrente ¢, no condensador, 7— = - . A este quociente se dé a
1 C Jo C

designago de impedéncia. Assim, a impedancia Z~ do condensador é:

1
Eq2: Zp= ]a)_C

2.2.2 IMPEDANCIAS DA RESISTENCIA E DA BOBINA
Sendo, em valores instantdneos, a tensdo aos terminais de uma resisténcia dada por
VR() = Vp eJot e, por sua vez, a corrente no mesmo instante de tempo ip(?) = Ip eJO1 , entdo, e
como pela lei de Ohm vp(7) = ip(?) , teremos, nas amplitudes complexas, Vp = R Ip . Ou seja, a
impedancia da resisténcia é:

Eq.3: Zp=R

' Este resultado ja foi obtido anteriormente (Modelo de Estado) e ndio é mais do que a solugo particular da

equacdo diferencial a uma exponencial complexa.

2 Ou seja, a exponencial complexa é uma fungfio propria para sistemas ou circuitos caracterizados por

equacdes diferenciais lineares e de coeficientes constantes no tempo.
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Consideremos agora o circuito da figura 2 em que se inclui uma bobina, cuja relagdo entre a

dir(
tensdo e a corrente € vy (1) = - Por um raciocinio idéntico ao desenvolvido para o circuito da

figura 1 e, atendendo a dualidade, teremos que i; (1) = I eJOt yma vez que se admite um gerador

de corrente i (1) = I eJO1 Poderemos também, obter a amplitude complexa da corrente na bobina

em fungdo da amplitude da corrente do gerador independente: I; = I, . A partir da

R+jolL
caracteristica corrente-tensdo da bobina se obtém v; (1) = jo L I Ol — Vi eJ@ t, sendo V; a

amplitude complexa da tensdo aos terminais da bobina.

iiR iiL
+ +

S VRRLVL

Figura 2: Circuito RL.
Deste ltimo resultado se verifica imediatamente que a impedancia da bobina é:
Eq.4: Zj =jolL
Resumindo, na tabela I assinalam-se as impedancias dos elementos resisténcia, condensador ¢
bobina, bem como as respectivas admitancias’.

Tabela I: Caracteristicas tensio-corrente, Impedancias e Admitincias.

e y I
Elemento Caracteristica Impedancia Z = 7 Admitancia ¥ = v
Tensdo—Corrente
Resisténcia v(®) =R i) R 1
—_ = G
R
Condensador A 1 joC
i) = CLdfl jaC
Bobina _di@ joL 1
V) =L~y jol

A admiténcia Y &, por definigdio, o quociente das amplitudes complexas da corrente e da tensdo, ou seja,

z .

<I~

ndo € mais do que o inverso da impedéancia: ¥ =
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Portanto, as impedancias e as admitancias resultam em relagdes algébricas entre as amplitudes
das tensdes e correntes nos elementos dindmicos, evitando o recurso as suas derivadas temporais.
Desta forma, as equagdes de equilibrio que, para este tipo de circuitos, sdo equacdes diferenciais,

«transformam-se» em equacdes algébricas, como se vera no pardgrafo seguinte.

2.2.3 DETERMINACAO DA RESPOSTA FORCADA (REGIME PERMANENTE SINUSOIDAL)

Retomando o problema da figura 1, e tendo que as correntes nos ramos da resiténcia e do

condensador sdo, efectivamente, idénticas, ip = ic , entdo, iR(t) = Ip eJO1 pelo que

vpt) = Vg eJOt em que a amplitude da tensfo na resisténcia se relaciona com a amplitude da
corrente através de Vp = R Ip . Deste resultado, facilmente se verifica que todas as variaveis no
circuito (tensdes e correntes) apresentam dois termos: uma amplitude complexa (V ou /)
jot

multiplicada pela exponencial complexa de pulsagdo @, ou seja v (1) = Vi e e

irt) =1 eJOL
k k

Assim, a lei de Kirchhoff das tensdes, aplicada a malha do circuito da figura 1, resulta em
-v(1) + vp(t) + vo(t) = 0 . Pelo exposto atras, esta equagio pode agora ser reescrita na forma
-V eJO 4 Ve eJO1 4 Ve eJOT = ou ainda, eliminando o termo da exponencial complexa (e,

consequentemente, da dependéncia temporal), na forma -V + Vp + Vo = 0.

Este facto mostra que € agora possivel escrever as equagdes de equilibrio do circuito, néo
apenas nos valores instantineos das tensdes e/ou correntes, mas ainda nas suas amplitudes
complexas. Para tal, o circuito original (figura 1) é redesenhado por forma a que os ramos da

resisténcia ¢ do condensador sejam substituidos por elementos eléctricos que exibam as

respectivamente; por outro lado, o gerador de

. . . 1
respectivas impedancias, Z R=R eZp= ja)_C ,

tensdo ¢ caracterizado pela sua amplitude complexa (figura 3).

Figura 3: Circuito RC Passa-Baixo.

Escrevendo, no circuito da figura 3, a equacfo resultante da lei de Kirchhoff das tensées em

termos da tensdo aos terminais do condensador, Ve=Ve-Vp=V-RIco. Sendo a corrente no
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condensador dada por I~ = jo C V-, imediatamente se obtém a seguinte relagdo entre as
amplitudes complexas das tensdes no condensador e na fonte de tensdo:

1

Eq.5: Vo= m Ve

o0 que, sendo v(t) = Vo eJO1 resulta em

] .
. s jat
Eq6:ve® =7 5o re Vs

As equagdes 5 e 6 poderiam ter sido obtidas de imediato se fosse utilizado o conceito do
«divisor de tensdo» so6 que, neste caso, a tensdo do gerador ¢ «dividida» pelas impedancias dos

ramos em vez de ser nas resisténcias de um circuito resistivo.

Sendo, em aplicagdes praticas, corrente o uso de fontes sinusoidais, ha que modificar
convenientemente o método apresentado. Assim, seja o gerador independente, uma fungio
cosseno de amplitude V' Volt, desfasagem @ radianos e frequéncia angular @ rad/s, isto &,

vy) = V cos(w t + 6 . Reescrevendo v (t) por forma a utilizar a exponencial complexa,

teremos:

Eq.7: vy) =Vcos(ot+ 6 =Re{Vej(a’tJr @} =Re {V; ejwt}

em que Vg = Velf ¢a amplitude complexa da tensdo de entrada. Recordemos que a parte real

1 1
de um complexo Z ¢ dada por Re{Z} = 5Z+5 Z" em que Z" éo conjugado do complexo Z. Ou
seja, uma vez que a fungdo cosseno do gerador de entrada ndo é mais do que a soma de duas

: 1 1 _ .
fontes exponenciais complexas v(t) = 7 vit) + 7 vy(t) em que vy1) = Vg eJOL ¢

Vo) = Vg eJ?! ¢, como se trata de um circuito linear, poderemos aplicar o teorema da

sobreposigio:
- @t 404 1 @t
e paraaentradav;®) =V e/?! asaidaév;(1) = T+ RC Veel @t
* Jot ’ , —] * jot
e paraaentradavy(®) =V eJ?! asaida éagora v, (1) = I j@RC VielOh,

1 1 ;
e paraumaentrada vy(t) =5 v;(1) + 5 v,(t) = Re{V eJ @1} 3 saida ser4 finalmente
1 1 1 ;
: _4L 4 e p—t t
Eq.8: Vc(l, —2V]C+ 2V2C—R€{] + jwRC VS eJ? 5
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Manipulando um pouco a equacéo 8, chega-se ao seguinte resultado para a tensdo aos terminais

do condensador:

1
Eq.9: vo(t) =————Vcos(wt + 0-arcig(o RC))
\I + (wRC)?

Esta equacgdo pode ser interpretada como se segue:

e A entrada cosseno de amplitude V, frequéncia angular w, o circuito «responde»

1
e com uma amplitude ¥ multiplicada pelo factor —/———=que, como se verifica,
\1 + (@ RC)?

depende da frequéncia o da tensfo de entrada;

¢ a frequéncia da tensdo de saida é w, ou seja, é idéntica a do sinal de entrada pois

trata-se se um circuito linear;

e a tensdo no condensador apresenta uma desfasagem adicional dada por - arctg(w RC)

e que também depende da frequéncia do sinal de entrada.

Caso a entrada fosse vs(t) = Vsen(wt + 6 seria imediato, pelo exposto, obter para a tensdo no

1
condensador: v(t) = ————— Vsen(wt + 0 - arctg(ow RC)) .
\I + (@ RC)?

2.3 FUNCOES DE TRANSFERENCIA, DE RESPOSTA EM FREQUENCIA E

DIAGRAMA DE POLOS-ZEROS

Dos paragrafos anteriores se depreende que, usando impedéancias na obtencio das equacdes de
equilibrio, resultam equacdes algébricas nas amplitudes complexas das correntes e tensdes. Estas
equagdes podem, com facilidade, ser manipuladas por forma a se ter uma relagio entre a variavel
de entrada e a variavel de saida.

1

Concretamente, no caso do circuito que temos vindo a tratar, obteve-se V- = m Ve o

u

seja, a (amplitude) da tensdo no condensador vem dada por Vo = G(jw) V sendo

1

Eq.10: G(jo) = m
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Ao quociente das amplitudes das variaveis de saida e de entrada (em fungdo da frequéncia w)

e que no caso em estudo sfo, respectivamente, as tensdes no condensador e no gerador de

e

entrada, da-se o nome de Funcdo de Resposta em Frequéncia: G(jw) = %

No caso mais geral em que o gerador de entrada é caracterizado por uma amplitude V

multiplicada pela exponencial complexa e * !

com s = o+ j o, teremos que a solucéo particular
1 .
da equagdo 1 serd agora: V(t) = Tt sRC VeSt. Seguindo um processo em tudo semelhante ao

anteriormente utilizado, poderemos relacionar as amplitudes complexas das varidveis de entrada

e de saida na forma Vo= G(s) Ve, sendo G(s) designada por Funcdo de Transferéncia.

Portanto, a fungdo de transferéncia deste circuito, considerando que a sua saida é a tensdo aos

terminais do condensador, é:

1

Eq.11: G(s) =7+ s RC

Assim, se particularizarmos na resposta do circuito a excitagdo por forma a ter amortecimento

~ A s I ~ A o 4
nulo (o = 0), a fungéo de transferéncia correspondera a func¢éo de resposta em frequéncia .

t

Relativamente ao conceito de impedéncia, o uso da exponencial ¢S’ em vez de e/ @

traduz-se apenas nos seguintes resultados:
_p.7.-L _
ZR _R’ZC_SC € ZL =sL

para, respectivamente, as impedéncias da resisténcia, condensador e bobina.

No caso geral, em que os circuitos eléctricos sdo constituidos por elementos lineares ¢

invariantes no tempo, a fungdo de transferéncia assume a forma de um quociente de dois
o NGs) . A s o .
polindmios, G(s) = D(s) na variavel s. As raizes do polindmio numerador da-se o nome de zeros

da fun¢do de transferéncia e as raizes do polindmio denominador o nome de pélos da funcéo de
transferéncia. Como se depreende, a funcio de transferéncia é ndo-analitica sempre que a
variavel s for igual a um pélo. A importancia dos pdlos e dos zeros no estudo da resposta em

frequéncia serd mais adiante realgada.

* Na realidade esta questio ¢ mais complexa: poderemos afirmar que, em termos gerais, a fungdo de

transferéncia presta-se ao estudo dos regimes natural e for¢ado, ao passo que a fungfo de resposta em

frequéncia presta-se essencialmente ao estudo do regime forgado.
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Designado os p6los por p; e os zeros por z; de G(s), poderemos obter G(s) na seguinte forma:

m

HS-ZI'
Nis) . i=0
D) K,

[15-#i
k=0

Eq.12: G(s) =

A cada um dos termos s - p; ous -z;,i =1, 2, ..., m,..., n poderemos associar um vector cujo

afixo se encontra em s e de origem em p; ou z; , respectivamente. Assim, a fungéo de transferéncia

pode ser entendida como resultando de operagdes bindrias (produtos e quocientes) entre vectores
para cada valor da variavel s. Uma vez que o estudo da resposta em frequéncia equivale a
considerar a varidvel s como sendo imagindria pura, s = j®, ndo teremos mais do que considerar o
afixo dos vectores em causa situados sobre o eixo imaginario. Representando, no plano s os polos
por x e os zeros por O, obteremos o denominado diagrama de pdlos-zeros. A titulo de exemplo,

s+5

sejaG(s) =
! ) s2+10s+21

uma funcio de transferéncia que apresenta um zero em s = -5 e dois

+5
pélos, respectivamente em s = -3 es =-7: G(s) = m e cujo diagrama de pdlos-zeros

se apresenta na figura 4.

Im{s}
(O]
o=0
PN
U »
7 5 -3 Re{s}
Figura 4: Di de pol de G(s) S
igura 4: 1agrama de polosS-zeros de S ="
& s P s+ 105+ 21

Comecando com @ = 0, e estando os trés vectores horizontais, ¢ muito facil a determinagio do
. ~ A . 5 5 .
mddulo da fungdo de resposta em frequéncia: | Gjo) | = 3 727 Ou seja, no numerador

teremos o mddulo do vector que parte de s = -5 (zero) para s = jo = 0 (origem dos eixos) e no
denominador, o produto dos mddulos dos dois vectores que partem dos pdlos (s =-3 e s = -7) para
a origem. Poderemos ainda determinar o argumento de G(j@) que é, neste caso, nulo: verifiquemos
que os trés vectores em causa formam angulos nulos com Im{s} = 0. Com o aumento da

frequéncia, os modulos dos vectores aumentam por forma a que, sendo @ suficientemente grande,
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o modulo da fungdo de resposta em frequéncia é praticamente nulo. Efectivamente, |G(jw)| — 0

com . Ainda, para o suficientemente grande (altas frequéncias), os vectores encontram-se
praticamente verticais, pelo que o argumento da fung#io de resposta em frequéncia, 2~ G(jw) sera

. T o . . -
de, aproximadamente, - - E bastante facil a verificacdo deste resultado: o argumento de um

produto de niimeros complexos nfdo ¢ mais do que a soma dos argumentos dos complexos
envolvidos, £ G(jw) = Ljo+35) - [ Lijo+ 3) + Lo+ 7)]. Assim, para @ — «, £ Gljw) —»

T rqe . "~ . . ;. .
-5 Para uma anélise mais elaborada da resposta em frequéncia seria necessario obter G(j®) para

outros valores da frequéncia, nomeadamente na «vizinhanga» das frequéncias do zero e dos pdlos.
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3. RESPOSTA EM FREQUENCIA

O estudo da resposta em frequéncia de um dado circuito linear é grandemente facilitado quando
se conhece a sua fun¢fio de resposta em frequéncia G(j@w) ou, em alternativa, a sua fungdo de
transferéncia G(s). Qualquer uma destas fun¢des pode ser obtida directamente por analise do
circuito usando impedancias ou através do modelo de estado. Este ultimo caso sera abordado no

final deste capitulo.

A titulo exemplificativo, considere-se a fun¢fo de transferéncia G(s) = a que

s+1°

corresponde a fungio de resposta em frequéncia G(jw) = que como se sabe, pode ser

jo+ I

obtida através das seguintes expressdes:

I
Eq.13: G(jw) =Re {G(jw) } +jIm { G(jw) } = sz_ijwZ

ou ainda

Eq.14: G(jw) = | Gl | /< G

1
emque | Gjw) | =—T7—— e LG(jw) =-arc 1g(w).
NI+ o

A representagdo grafica da equag@o 13 pode revestir varias formas, nomeadamente:
o Re{G(jw) } em fungdo de we Im{ G(jw) } em funcdo de @ (figura 5);
o Im{G(jw) } em fungdo de Re{ G(jw) } (figura 6);

enquanto que, para a equagdo 14 sera:
o _G(jw) em fungdo de | G(jo) | (figura 7);

e | G(w) |em fungdo de we ~G(jw) em funcgdo de w (figura 8).
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Figura 5: Re{ G(jw) } e Im{ G(jw) } em funcgio de w.
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1
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Figura 6: Im{G(jw) } em fungio de Re{ G(jw) }.

A
Z G(jo)

-0.2F

-04r

06k

-08F

| G(o) |

02 04 06 08

Figura 7: /G(jw) em fungdo de | G(jw) |
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4 |G(o)|

1 T T T T T
05 .
D 1 1 1 I I I >
0 s 10 15 20 2% 30 3% o
T T T T >
(O]

0 5 10 15 200 25 30 35

Figura 8: | Gjw) | e £G(jw) em fungdo de w.

3.1 DIAGRAMAS DE BODE

Das varias representagdes mencionadas anteriormente para G(jw) apenas nos interessara a
correspondente a equagdo 14. Mais concretamente, referimo-nos aos diagramas de Bode que sdo
constituidos pelos diagramas de amplitude (onde se representa ndo o modulo de G(j@w) mas antes

20logyp | GG@) | em fungdo do log;y @ ) e de fase (representando o argumento da fungéo de

resposta em frequéncia, ZG(jo) em fungdo de log ;) @).

. ) _ 1 _
Considerando, como anteriormente, G(j@) = 1+jo’ teremos agora, para o mddulo de G(jw)

(diagrama de Bode de amplitude),

| - 1 |
Eq.15: | G(ja) | 45 = 2010g;p | G(o) | =20]0g10ﬁ=-1010g10 1+ &)
+

e para o argumento de G(jw) (diagrama de Bode de fase):

Eq.16: /G(jw) = - arc tg(w)

Na figura 9 representam-se os diagramas de Bode de amplitude e de fase, respectivamente.
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A |GGo)| (dB)

0 SRR RIS ] T T T T >
. . . P . Voo N H Vo (O]
-10
-20
-a0
_40_2 P aa;;uﬂ1 P EEEHHD P EH5H1 U
10 10 10 10 10
A ZG(o) (rad)
0 >
(O]

-0.5

-1.5

-2
10

Figura 9: Diagramas de Bode de Amplitude ou de Ganho (em cima) e de Fase (em baixo)

correspondentes a G(jw) = I+jo

3.1.1 DIAGRAMAS DE BODE ASSIMPTOTICOS

Faca-se na equagdo 14 o << [ (baixas frequéncias) e, como se verifica, teremos

| G(w) | zp = 0. Podemos, assim, dizer que, nas baixas frequéncias, o ganho deste circuito € de 1
ou de 0dB, isto &, a amplitude da saida € igual a de entrada.
Fazendo, agora, @ >> I (altas frequéncias), entéo, | G(jw) | yp = -20 logj( (w). Repare-se que,

nos diagramas de Bode, o eixo das abcissas ndo apresenta uma escala linear mas sim logaritmica.

Por este facto, nas altas frequéncias, a resposta do circuito (em dB) varia linearmente com

lOg]() .
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Determinemos para uma variacéo de frequéncia de 1 para 10 (1 década), qual a correspondente

varia¢do no ganho. Seja, entdo @; >> I uma dada frequéncia e | G(jw; |5 © ganho respectivo
do circuito (em dB) a essa frequéncia. Sendo agora @, uma outra frequéncia que verifique
wy = 10 w; (uma década) teremos que o ganho a esta frequéncia serd agora:
| Gy lgg = -20 log;g wy = -20 logyg 10 w; = -20 - | G(jwy)yp |- Ou seja, nas altas

frequéncias, teremos uma recta com uma inclinacfo de -20dB/década (figura 10).

A |G(o)| (dB)

0 ; >
I “’
~10F  Assimptotade - _______ Assimptota de alta
Baixa frequéncia : frequéncia a:
-20 - : NG -20dB/déc ou -6dB/oitava.
FISnEE BEEE ERNE BN
A0 R

107 107 10" 10" 10°
A Z£G(o) (rad)

|:| T IIIIIIII ! ! ! ! ! ! >

Figura 10: Diagramas de Bode de amplitude e de fase e respectivas aproximagdes.

Se, em vez de uma variagdo de uma década na frequéncia, tivéssemos uma variagdo de uma

oitava, ou seja se @3 =2 @; , teremos que o ganho a esta frequéncia serd agora
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| Gjwz |zp = -20 log;g w3 =-20 log;p 2 w7 = -6 - | G(joy)yp |, ou seja, um declive de -6
dB/oitava ¢é igual a -20dB/década.

Repare-se que as assimptotas se interseptam para @ = I = @,, e ainda que o ganho do circuito a
esta frequéncia € | G(jo = 1) | zp = -20 log; \/E = -3 dB. Por este facto denomina-se @, de

A . A Y Y
frequéncia de corte. De notar ainda que, a esta frequéncia, a desfasagem é de 7 radianos.

O diagrama de fase pode, por sua vez, ser simplificado, aproximando a fun¢do arc tg por 3

segmentos de recta como se indica na figura 10.

Na figura 11 apresentam-se os moddulos dos erros cometidos no uso das aproximagdes
apresentadas face aos respectivos diagramas de ganho e de fase. Como se pode observar, o erro
maximo cometido € menor ou igual a 3dB no diagrama de amplitude e menor ou igual a 6° no

diagrama de fase.

Figura 11: Modulos dos erros resultantes do uso dos diagramas assimptoticos de ganho (em dB)

e de fase (em °), respectivamente.

3.2 FACTORES ELEMENTARES

O estudo da resposta em frequéncia pode ser facilitado se a fungdo de transferéncia for

decomposta num produto de «factores elementares». Concretamente, trata-se de identificar, nos

NG

polinémios numerador e denominador da fun¢éo de transferéncia G(s) = D(s) factores constantes,

de primeira e de segunda ordem. A razdo deste procedimento baseia-se no facto de, relativamente,

aos diagramas de Bode de amplitude, se usarem logaritmos do mddulo do ganho, o que se traduz
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consequentemente numa soma de termos. Claro que esta inspeccdo dos factores ditos elementares
pressupde que, por um lado, a fungdo de transferéncia ¢ uma fungdo racional e que sdo conhecidas

as raizes dos polindmios numerador e denominador.

+ 1
Por exemplo, seja G(s) = 5t ]?)) G+ 100) - Como se pode verificar, esta fungdo de

transferéncia apresenta os seguintes zeros e pdlos:
e lzeroems =-/
e 2pdlosems=-10es=-100

e que se indicam no diagrama de pdlos-zeros da figura 12:

4 Im{s}
5 S, <
Re{s}
-100 -10 -1

Figura 12: Diagrama de polos-zeros de G(s), assinalando-se os polos com ® e os zeros com O.
e a que corresponde uma funcéo de resposta em frequéncia

1 1 +tjw 1 1+jo 5
1000 ~ 10001+t (1+jory)

Eq.17: G(iw) = ~ ~
(1 +779) (1 * 790/

Calculemos agora | G(jo) | 4p:

. . . No) )
Eq.18: |G(jw) | gp =201ogy( (0,001) +201logyg| I +jo| -[2010g10 | 1 +%| +201logyg| 1 +]m| :|

Como se verifica na equacdo 17, o diagrama de Bode de amplitude serd obtido pela soma de

quatro parcelas ou factores elementares, nomeadamente:

e um factor de ganho, 20 log;, (0,001) e

* Este modo de apresentar a fungéo de resposta em frequéncia e que pode ser, também, adoptada a funcdo de
transferéncia ¢ denominada forma das constantes de tempo. De facto, os termos que, no denominador,

1 1
multiplicam a pulsagdo o sdo 1071 €700 ~ T2 © como, facilmente se depreende, tém de dimens&o o

segundo (constante de tempo).
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e  trés factores de primeira ordem, na forma 20 log; | 1 +j§ | :
o factor «passa-alto» 20 logjg | 1 + j%) | coma=1,¢

1
o factores «passa-baixo» 20 log; | 1 + jg | com o = Pl 10 e a = 100, respectivamente.

Quanto ao diagrama de Bode de fase, ou seja de ZG(jo), sera naturalmente obtido pela soma de

quatro parcelas, equagdo 18:
Eq.19: £ (0,001) + £ (1+) @) -[1(1 +j%) + (1 +jﬁ)}

Basicamente, trata-se de identificar os zeros e os polos da fungdo de transferéncia e, factorizar os

polinémios numerador € denominador em fung¢éo de factores ganho, passa-alto 1 ordem, etc.

3.2.1 FACTOR DE GANHO G(S) = K

O factor de ganho G(s) = K ou G(jw) = K corresponde a uma fungéo constante na frequéncia,
pelo que o diagrama de Bode de amplitude serd constiutido por uma recta horizontal de ordenada

) — — — S— :
) — A——— A S—— :

el

a0 i i i
10° 107 10" 10' 10°
A /G(jo) (radianos)

1

] I A A A ]

Figura 13: Diagramas de Bode de amplitude e de fase para G(s) = K = 0,001.
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Quanto ao diagrama de Bode de fase, teremos uma recta horizontal em 0 (zero) ou em # 7

0 K>0

radianos consoante, respectivamente, K for positivo ou negativo: /G(jw) = { tr K<0- Na

figura 13 representa-se um exemplo em que K = 0,001 ou seja, K jp = -60dB .

1
3.2.2 FACTOR INTEGRATIVO G(S) = S

O factor integrativo deve o seu nome ao facto de a fungo de transferéncia corresponder a uma
saida que, no dominio do tempo, ndo ¢ mais do que o integral da entrada. Concretamente, se

1t
tivermos para a relagéo entrada-saida, v ,(2) = f vy(9) dr e,sendov(t) =V e ST torna-se facil

-0

. . 1 .
de verificar que a correspondente func¢éo de transferéncia é G(s) = | » que apresenta um tnico polo

o
para s = (. Sendo a fungdo de resposta em frequéncia G(jw) = ]_a) , obteremos
_ 1
Eq.20: |G(ja)| 5 = 20 log _|ja) | =-20log |o|

U -I_
Eq.2]: [Glo) = argja) =arclg Ty = -

NN

2 |GG lgp
40

20

20

-40 2 1 0 1 7
10 10 10 10 10

A £ G(o) (radianos)
0 T T T >

T E— A——— A S—— :

[ SEECEEEEETEEEEEEE PR RS S GELCETCIELPEEEREES  ERERGILCELLEELEEEES R EGRICEELEELEEEEEEE .

R S A S— :

5 i i i
107 10 10 10 10

1
Figura 14: Diagramas de Bode de amplitude e de fase para G(s) = ;) .
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3.2.3 PASSA-BAIXO DE 1* ORDEM G(S) =

S+a
~ o I, . .
A funcdo de transferéncia G(s) = 7 ¢é obtida a partir de G(s) = = , fazendo a =
s+ 1 st+ta s 4+
a
1. Ou seja, mantendo o ganho estatico® unitario e colocando o pélo em s = - ¢ = - 1. Teremos

entdo, para 0 modulo de G(jw) e para o argumento de G(jw) os resultados ja obtidos nas
equacdes 15 e 16. Por questdes de facilidade de exposicdo, na figura 15 repetem-se os diagramas

de Bode de amplitude e de fase apresentados na figura 9.

A |GGo)| (dB)

0 >
®
-10
-20
an
Py SIS ST L Ay
10 10 10 10 10
A Z£G(o) (rad)
I:] IIIII! ! ! !!III!! >
10°
Figura 15: Diagramas de Bode de Amplitude e de Fase correspondentes para G(jw) = 1+jo

® O ganho estatico ndo é mais do que o modulo da fungdo de resposta em frequéncia para = 0, | G(0) |.
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O estudo assimptotico dos diagramas de Bode ja foi efectuado (sec¢do 3.1.1) pelo que néo serad
aqui repetido. Recordando a figura 10, poderemos ver que a assimptota de baixa-frequéncia néo ¢
mais do que um factor de ganho unitario e que a assimptota de alta-frequéncia corresponde,

efectivamente, ao factor integrativo!

Resumindo, um circuito passa-baixo de 1 ordem tem um comportamento nas baixas
frequéncias semelhante ao simples factor de ganho (neste caso, unitario), ao passo que nas altas
frequéncias se comporta como um circuito «integrador» cuja saida’ diminui (em amplitude) com

1 V4 . . . .
— e se encontra atrasada de > radianos. Importa ainda referir que na eventualidade de a = 1,

basta «deslocar» os diagramas da figura 15 na horizontal de @ = I para o = a.

3.2.4 FACTOR DERIVATIVO G(S) =S

O factor derivativo deve o seu nome ao facto desta fungdo de transferéncia corresponder a um

L . . . d :
circuito cuja tensdo de saida ndo € mais do que a derivada da tensdo de entrada: v (1) = i v(t) .

A 1GGo) |4
40 !
20 e e e i
>
®
z I1 IIII I1 z >
10 10 10 10 LU

Figura 16: Diagramas de Bode de Amplitude e de Fase correspondentes para G(jw) =jo.

7 ~ . .
Para uma tensdo de entrada sinusoidal.
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) d
Sendo vy(t) = Vg e* ! teremos que V)= V,e St = i Vse St = Vie St ¢, portanto, a

funcdo de transferéncia é G(s) = s. Esta funcdo apresenta um zero em s = (. A correspondente

fungéo de resposta em frequéncia é G(jw) =jw da qual se obtém:

Eq.22: |G(jw)|p=20log|jo|= 20log |a|

1
Eq.23: AG(jo) = arg (jo) = arcig ;= g

Como se pode observar na figura 16, o diagrama de Bode de amplitude ¢ uma recta de

inclinagdo igual a +20dB/década (+6dB/oitava) ao passo que o diagrama de Bode de fase ¢

) T
uma recta horizontal de ordenada -

3.2.5 PASSA-ALTO DE 1* ORDEM G(S) =S+ 1

+
A fungdo de transferéncia G(s) = s + 1 é obtida a partir de G(s) = 2 p 4. 2 + 1, fazendo a =

1, ou seja, colocando o zeroem s = -a = - 1.

Figura 17: Diagramas de Bode de Amplitude e de Fase correspondentes para G(jw) =jw + 1.

Os diagramas de Bode de amplitude e de fase foram obtidos, respectivamente, a partir das

equagdes 24 e 25.
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Eq.24: |G(ie)|gg = 201log |jo+ 1| = 201og\w 2 + 1
Eq.25: /Gw) =arg (jw) = arctg (o)

Sendo a funcdo de transferéncia do passa-alto de 1* ordem o inverso da fungdo de transferéncia
do passa-baixo de 1? ordem, imediatamente se verifica que os diagramas de Bode sio simétricos
(simetria no eixo das abcissas) em relacdo aos da secg¢do 3.2.3. Sem necessidade de efectuar

pormenorizadamente a determinag@o das assimptotas para | jo +1 | jp, poderemos (atendendo a

propriedade anterior) verificar o seguinte:

e assimptota de baixa-frequéncia: recta horizontal, ordenada 0dB;
e assimptota de alta-frequéncia: recta de inclimagio + 20dB/década ou + 6dB/oitava;

e frequéncia de cruzamento das assimptotas: @ = I (frequéncia do zero da funcdo de
transferéncia)

2
@0

3.2.6  PASSA-BAIXO DE 2" ORDEM G(S) =— 3
§“+28wy S+ of

Como ¢ sabido, os pdlos de G(s) ndo sdo mais do que as raizes do polindmio denominador:

s2+2§(o0s+a)0 =0, ou seja,
Eq26 s]=-§a)0ia)0 \'52-1
2

Da equagdo 26 se verifica de imediato que o coeficiente & (denominado coeficiente de

amortecimento) desempenha um papel fundamental na localizagdo dos polos de G(s). Assim:

o &> polos reais distintos
o £=] polo real duplo
o &£<] pblos complexos conjugados

Na figura 18 apresenta-se o lugar geométrico dos pdlos de G(s) em fungdo do coeficiente &.

b Im{s }

Figura 18: Pdlos de G(s) em fungdo do coeficiente &.
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No caso de G(s) apresentar polos reais, os correspondentes diagramas de Bode poderdo ser

obtidos pela composicdo de duas fungdes de transferéncia:

51 52

. &> Gﬂq):s-s]'s-sz
; 51 2
. &=l G = (325

Concretizemos para alguns exemplos; assim, na figura 19 apresentam-se os diagramas de Bode de

amplitude e de fase para £ = 5,05 € wy = 1, correspondendo a s; =-10 e sy = -0,1 . Na figura 19

apresentam-se os diagramas de Bode assinalando-se ainda as assimptotas da baixa e alta

frequéncias. Note-se que, neste caso, sO para frequéncias superiores ao 1° polo (o > 10) se obtém

uma boa aproximacao a curva real.

A | G(o) |4

1]

-20

-40

-60

-a0

Figura 19: Diagramas de Bode de amplitude (em cima) e de fase (em baixo) de

w2

G(s) = 2,para§=5ea)0=].

52+2§a)0s+a)0
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Na figura 20 apresentam-se os diagramas de Bode de amplitude para as fungdes de

1
transferéncia G (s) =5 ¢© Gy(s) = ,sendo G(s) = G(s). Gy(s) .

N

A . . .
| GGo)l 4B Assimptota de G(jo)
0,1 1 10

ev

an i i i

w2

Figura 20: Diagrama de Bode de amplitude de G(s) = 5 » para §=5ewp=1

52+ 28w, s + o
Resumindo,
e Comegando pela representagdo de | G;(jw) | ;p que, como ja se sabe, apresenta

duas assimptotas que se cruzam na frequéncia do pdlo, @ = 10 rad sl , a saber:

¢ na baixa-frequéncia, uma recta horizontal a 0dB;
¢ na alta-frequéncia, uma recta de inclinagdo - 20bD/década

e Representando | Gy(jw) | 45 , em tudo idéntica a | G;(jaw) | 4p , mas localizando o
poloem @ = 0,1 rad s'] .

¢ Adicionando, ponto-a-ponto, os diagramas de | G;(jw) | y4g ede | Gr(jw) | 4p -
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Assim, para @ « 0,1, | G (jo) | zp pode ser «aproximado» por uma recta horizontal a 0dB. Para
0,1 <w<10,|G (jo) | zp pode ser aproximado por uma recta de assimptota -20dB/década; ou

seja, para @ < 10, tudo se passa como se a fungdo de transferéncia fosse de 1* ordem passa-baixo.
Contudo, para @ > 10, ha a considerar a dupla contribuicdo de dois factores de 1* ordem do tipo

passa-baixo; portanto a assimptota de alta-frequéncia tem um declive de -40dB/década.
A medida que os p6los s ] €5 seaproximam, ou seja, quando & — I, tanto menor € a gama de
frequéncias para as quais | G (jw) | zjp pode ser aproximada pela recta a -20 dB/década.

Efectivamente, quando s; =s, (§=1), | G (jo) | zp apenas apresenta uma assimptota horizontal

a 0dB e uma assimptota de alta-frequéncia a -40dB/década, como se pode observar na figura 21.

RIS
0 !

] S— A—
’ ’ i .40 dB/déc.
T SO e TS

B0 e o T e -

] E— — AR S

100 i 5 5
10 10 10 10 10

Figura 21: Diagrama de Bode de amplitude para G(s) = sparag=1e wp=1

s2+2§w0s+a)02

Verifica-se que, para £ = 1, | G (jw) | 4 = -6dB quando @ = 1, ou seja, ha um erro de 6dB

entre a curva assimptdtica e a funcgéo de resposta em frequéncia. Pode-se ainda verificar que este

erro de 6dB € o erro maximo que se obtém ao aproximar | G (j) | zp pelas curvas assimptoticas

para qualquer frequéncia. No caso anterior, em que o coeficiente de amortecimento era superior a
unidade (£ > 1), ja o erro entre a fungfo de resposta em frequéncia e a respectiva aproximagio

assimptética seria inferior a 3dB para polos s; e s, afastados mais do que uma década.
1 . o P
No caso em que @ <¢&<l,oerroentre | G jw) | yp e a aproximagdo assimptética €, para

1
qualquer frequéncia, inferior a -6dB e maior do que -3dB. Se & < @ , 0 diagrama de Bode de
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G(j®), na vizinhanga da frequéncia @) ultrapassa as assimptotas, apresentando uma sobreelevagéo

na resposta em frequéncia e, consequentemente, quando menor for £ maior sera esta

sobreelevacdo. Este facto ¢ representado na figura 22.

4 1GGo)| 4p 0,1 0,2 0,4 0,5

-20

-40

-0

-80

1 i i i
107 10 10 10 10

A 2 G(jo)

(radianos)
0

Figura 22: Diagramas de Bode de amplitude e de fase para G(s) =

cm

52+ 28w, s + @ 02
fungdo do coeficiente de amortecimento &.

3.3 CASOS DE APLICACAO

s+1
(S + 10) (S + 100)

3.3.1 1° EXEMPLO: UM ZERO E DOIS POLOS, G(S) =

Reescrevendo G(s) na forma das constantes de tempo, teremos:
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s+ 1)
Eq.27: G(S) =Tp50

%H)%H)

a que corresponde uma funcfo de resposta em frequéncia,

. 1 . 1 1

Eq.28: G(jw) =7000 (jo+1) . o
L2

10 100

onde, a semelhanga do efectuado em 3.2, podemos identificar quatro factores elementares. As
contribui¢des de cada um destes factores para o modulo e para a fase de G(jo) encontram-se na

figura 23 e 24, respectivamente.

4 |GG |4
100

Gl

&0

40

20

20 k-

40 b

-0

a0 i i i i i
10 107 10° 10" 10° 10° 10*

Figura 23: Diagramas de Bode de amplitude (reais e assimptdticos) para os factores elementares de

s+ 1
(s +10) (s + 100)

G(s) =

Note-se que os diagramas apresentados sfo, de facto, muito faceis de obter. Assim,
identificando os factores elementares, ndo ha mais do que «centrar» os diagramas de Bode dos
factores elementares nas novas frequéncias do zero e dos polos:

e zeroems=-1

e pbéloems=-10

e pobloems=-100
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A .
ZG(jo) (radianos)

ev

Figura 24: Diagramas de Bode de fase (reais e assimptdticos) para os factores elementares de

s+ 1
(s+10) (s + 100y

G(s) =

Finalmente, nas figuras 25 e 26 apresentam-se, respectivamente, os diagramas de Bode de
amplitude e de fase para G(jo), onde se assinalam ainda os correspondentes diagramas

assimptoticos.
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) E— S WA WS S S—— :

T — \ }ded

50 : S L -

T R i -
L B -

75 R IS -

o a a a a a

+1
Figura 25: Diagramas de Bode de amplitude (reais e assimptoticos) para G(s) = G+1 3) (s + 100)

4 Z G(jo) (radianos)
1

0.5

4

-1.8

5 a a a a a
10 10 10 10 10 10 10

+1
Figura 26: Diagramas de Bode de fase (reais e assimptoticos) para G(s) = G+l (S)) (s + 100y
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